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Es posible definir las nociones de “consistencia” e “integridad” de un sistema
axiomdtico de tal manera que valgan para sistemas no-tautolégicos. Tales son, lite-
ralmente, las definiciones de Tarski, que traducimos a continuacién: “Una teoria
deductiva se llama consistente o no-contradicioria si no es el caso de que dos enunciados
validos (asserted) de esta teoria se contradigan entre si, o, en otras palabras, si de
cualesquiera dos proposiciones contradictorias ... al menos una no puede ser probada.
Una teorfa se llama “Zntegra” (complete), por otro lado, si de cualesquiera dos pro-
posiciones contradictorias formuladas exclusivamente en los términos de la teoria bajo
consideracién (y las teorias que la preceden) al menos una proposicién puede ser
probada en esta teoria” (1).

Como dice Alonzo Church “la nocién de consistencia de un sistema logistico
es seméantica en la mofivacién y surge del requisito de que... no haya dos teoremas
de los cuales uno sea la negacién del otro” (2). Sin embargo, Church busca modificar
esta nocién para hacerla de ‘‘caricter” sintictico. Para ello entre otras, da la definicién
de “consistencia absoluta”: “‘un sistema logistico es absolutamente consistente si no
todas sus proposiciones y formas proposicionales son teoremas”. Hace ver que si hay
dos teoremas que se contradicen, todas las proposiciones y formas se pueden probar
dentro del sistema. La inversa es obvia.

Lo mismo ocurte con la nocién de “integridad”. Semainticamente, es “integro”
aquel sistema en que se cumple el siguiente requisito: de cada proposicién, o ella o su
negacién son un teorema. Sinticticamente, se puede dar la siguiente definicién: Un
sistema logistico es absolutamente ‘‘integro” si al agregar un axioma independiente, el
sistema se torna inconsistente.

Church habla de un sistema logistico, es decir, de un sistema de la 16gica formal,
de un sistema de enunciados 16gicos. Tarski habla de una feoria deductiva, es decir,
de un sistema que puede ser extralégico —por ejemplo, un sistema axiomatico cienti-
fico—, que consta de enunciados indiferentes o contingentes. ;Podriamos extender
las negociaciones sinticticas de Church también a las teorias deductivas asi entendidas?
Concretamente, ¢podemos extenderlas a la l6égica proposicional no-tautologica?

A primera vista, no hay dificultad, y sin embargo, una decisién se impone.
De sus definiciones Church saca la conclusién de que uno de sus sistemas logisticos es
“integro” y consistente. Y es “integro” porque si se le agregara como axioma una
forma proposicional no-tautolégica, se harfa inconsistente. Es mds, de su razonamiento

(1)  ‘Tarski, Alfred. Introduction to logic and to the methodology of deductive sciences, Oxford
University Press, New York, 1954, p. 135.

(2) Church, Alonzo. Introduction to mathematical logic, Princeton, New Jersey, 1965. Vol. 1°
p- 18. Vid. ss,
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se infiere que siempre un axioma no-tautolégico hace inconsistente un sistema. Sim-
plificado, este razonamiento es el siguiente: de una forma proposiciona] B indiferente
se sigue, por sustitucién de las variables por constantes, el valor falsedad (por ser B
indiferente, alguna evaluacién de las variables hara a B falsa). Pero “B implica false-
dad” es una tautologia, que como tal, es verdadera aunque no haya sido postulada.
Dicha tautologia implica la negacién de B. En el sistema se prueban B y la negacién
de B. Chugrch, pues, ha hecho posible que un sistema logistico sea integro, haciendo
imposible que un sistema no-tautolégico sea consistente; y todo ello en virtud de que
B /mpligue una en particular de sus evaluaciones: la que la hace falsa.

Pero podemos decidirnos por prohibir tal diferencia. Entonces puede haber
sistemas consistentes contingentes, pero no puede haber sistemas integros tautolégicos.
Es la decisién que hacemos aqui.

Tiene sentido entonces el problema central de este articulo. Este problema es
el siguiente: squé condiciones debe tener un sistema axiomitico escrito en légica de
proposiciones para ser a la vez consistente e “integro”? Mis concretamente: ;qué
forma debe tener la conjuncién de los axiomas, escrita en forma conjuntiva normal
optima (3), para que el sistema sea a la vez consistente e “integro”?

Con n variables pueden formularse 2(20) enunciados no-equivalentes (4). La
conjuncién de cualesquiera axiomas construidos con n variables se identifica, por lo
tanto, con uno de esos enunciados. Escribamos el enunciado correspondiente en f.c.n.o.
(5), lo cual siempre es posible. ;Qué consecuencias no equivalentes entre si se pueden
obtener de él? Hay un procedimiento mecénico para averiguarlo: todas las posibles
conjunciones patciales que se contienen en la f.c.n.0. son tales consecuencias. Asi, por
ejemplo, si la conjuncién de los axiomas en f.c.n.o. es:

PvyY . (—pVvy

los teoremas serdn:

Ls(prviq) s {=pwq)
2. (pv 9 e
3 (—pVv9Y

4. La tautologia

Los 2(20) enunciados no equivalentes son todas las conjunciones pareiales de
la f.c.n.o. del enunciado contradictorio. Este consta de 2° miembros conjuntivos (6).
De él se pueden deducir todos los otros enunciados. El sistema que resulta de esta

(3) “Una expresién se encuentra en la forma normal conjuntiva cuando contiene tunicamente

los SLgnos conectivos ** 7, ** . 7, y " - ", cuando ademds ningln signo de negacién afecta
a mngun SR fmalmente cuando por afiadidura el signo * 7 no afecta a
ningin: iy P

(Por motivos tnpografxcos, hemos puesto en terminologia de Russell los signos de conjun-
cién y negacién).

Hilbert, D. y Aekermann, W., Elementos de Légica Tedrica, Tecnos, Madrid, 1962 p. 25.
Esta forma se llama ° ‘Optima” si en cada miembro conjuntivo se contienen, negadas 0 no-
negadas, todas las variables que aparecen en la forma,

(4) Id, Id, p. 30 s.
(5) “Forma conjuntiva normal 6ptima”. En adelante, usaremos esas siglas.

(6) “Si ordenamos los 22 miembros obtenidos y representamos por ** 4+ ' la eleccién de uno
de ellos para incluirle en una expresién que contenga cierto nimero de ellos unidos con-
juntivamente, y por “—" el rechazo (la no inclusién en tal expresién), el nimero de expre-
siones distintas que podemos formar serid el de variaciones con repeticién de dos elementos
(" 4+ 7y " — ") tomados de 20 en 20, o sea, 2(2)".

Hilbert D., op. cit. p. 31. Nota del traductor, V. Sinchez de Zavala.
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manera es un sistema inconsistente. La conjuncién de axiomas de este sistema, para
dos variables, es la siguiente:

PvY . (pv—q) .(—pVvq) . (—p Vv —q)

Asi, para que un sistema no-tautolégico sea consistente, la conjuncién de sus
axiomas en forma conjuntiva normal 6ptima debe constar 2 lo mds de (28 —1) miem-
bros conjuntivos. En tal sistema se deducirin 2(2» —1) enunciados no equivalentes:
no se deducirdn todos, ya que 22n —1) ¢ 2(20),

Notemos, para hacer referencia a la definicion seméntica de consistencia, que
si agrupamos los 2(2n) enunciados en pares de contradictorios, lo mis que en un sistema
consistente puede deducirse es la mitad de ellos, es decir,

2(2n) 2(2n)
enunciados. Pero ——— = 2(2a —1), que es la cifra exigida por la definicién
2 2
sintctica.

Por otra parte, para que un sistema sea integro, la conjuncién de sus axiomas
en f.c.p.o. debe constar a lo menos de (2» —1) miembros conjuntivos. Si constara,
por ejemplo, de 20 —2, se le podria agregar como axioma uno de los miembros que
le faltan para identificarse con la contradiccién, sin hacer inconsistente el sistema.
Por tanto, el sistema de 27 —m miembros conjuntivos, con m > 1, no es integro.

Para hacer referencia a la definicién semédntica de integridad, diremos que de
cada par de los 2(27) enunciados contradictorios, en un sistema integro debemos probar

2(2n)

por lo menos un enunciado. Como hay ——— pares, debemos probar al menos este
2

nimero de enunciados, es decir, 2(2n —1),

Por tanto, para que un sistema axiomatico no-tautoldgico proposicional sea
consistente e integro, debe constar la conjuncién de sus axiomas en f.c.n.o. de 20 —1
miembros conjuntivos.

¢Cuantos sistemas distintos, consistentes e integros, pueden establecerse para n
variables? De los 2° miembros conjuntivos del enunciado contradictorio, podemos
excluir, sucesivamente, cada uno de los miembros y conservar los otros, dando lugar
asi a otros tantos sistemas. Habrd por tanto 22 sistemas distintos,

Ejemplificaremos en el cilculo de dos variables.

Las conjunciones de axiomas de los sistemas integros y consistentes son las
siguientes:

1) (pvqg) .(pv—) - (—p Vv equivalente a p q

2) (pvq . (pv—q) . (—p v —q) equivalente a p —|—> q
3) (pv9) - (=P Vv q) . (—p Vv —q) equivalente a p «|- q
4) (pv—q) - (—pvQq) . (—pVv—q) equivalente a p | q

Los enunciados implicados por una conjuncién de axiomas son los que no con-
tienen ninglin miembro conjuntivo no contenido en la f.c.n.o. de aquella conjuncidn,
y s6lo éstos. Asi, los enunciados implicados por

vy - Pv—) - (—pVvQ)
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son todos los que no contienen (—pv—q) en su forma conjuntiva normal éptima, y
so6lo éstos. En este ejemplo, son los siguientes:

Dy -(pvq)-py—9 - p¥q
2) (pvy - (pv—)

3) (pvyq) . (—PVvQq)
4) pv—=q)-=(=pvg)
5) (pv9

6) (Pv—

7) (—pv 9

8) La tautologia

Cuando los enunciados no contienen ningan miembro conjuntivo en coman,
son contradictorios. Contamos por lo tanto, en la forma conjuntiva normal 6ptima,
con un procedimiento mecinico para hallar el enunciado contradictorio de otro dado.
El contradictorio de A es la conjuncién parcial que le falta para constituir el esquema
de la contradiccion.



