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El papel del principio de continuidad de Leibniz
en el desarrollo del calculo infinitesimal

Abstract: This paper explores the hypo-
thesis proposed by Lakatos in the sense that the
perspective from which the calculus is unders-
tood and formulated by Weierstrass is enterely
different from that of Cauchy. According to
Lakatos there exist two intrepretations of the
calculus: one based in the conception of conti-
nuity of Leibniz and the other in the conception
of limits of functions. This distinction is proposed
to explain some “mistakes” committed by Cau-
chy, specifically the proof of the theorem that
claims that a continuous series is continuous in
all its point, given that he knows the results from
Fourier that shows that there exist exceptions
to this approach. According to Lakatos is that
Cauchy still use the principle of continuity of
Leibniz, while Weierstrass introduces a calculus
that is not depend on this leibnizian principle.
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Resumen: Este articulo explora la hipdtesis
de Lakatos de que la perspectiva desde la que
el cdlculo diferencial e integral es entendido y
formulado por Weierstrass muy diferente del de
Cauchy. De acuerdo con él, existen dos inter-
pretaciones del cdlculo: uno basado en la con-
cepcion de. Leibniz, especificamente con base
en el principio de continuidad y el otro basado
en el concepto de limite de una funcion. Esta
distincion se establece para explicar algunos
“errores” de Cauchy, especialmente la prueba
que afirma que una serie continua es continua

en todos sus puntos, sobretodo sabiendo que
Fournier habia encontrado algunos resulta-
dos que eran contrarios a esta afirmacion. De
acuerdo con Lakatos, Cauchy utiliza como base
el principio de continuidad de Leibniz, mientras
que Weierstrass elabora una interpretacion que
no depende de este principio.
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0. Introduccion

Se considera a Cauchy como el matemati-
co al que le correspondié formalizar el célculo
diferencial e integral como lo conocemos en la
actualidad. Desde luego que ningiin pensador
comienza desde un punto de partida absoluto,
sino que, en este caso, hay un importante grupo
de matemadticos que hicieron importantes con-
tribuciones orientadas a la clarificacién de este
importante campo de las matemadticas. Se afirma
que fue Cauchy el que “vio el calculo con nuevos
ojos”. Esta es la vision de un Bell (1939) y de
un Boyer en su famosisima obra de (1959). Sin
embargo, como ha sefialado Lakatos (1966) esta
reconstruccion racional del desarrollo del calculo
deja sin explicar una serie de “errores” que se
atribuyen a Cauchy, como la demostracién de su
famoso teorema de la convergencia uniforme,
es decir, de que toda serie continua es continua
en todos sus puntos Lo que Lakatos pone de
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manifiesto, siguiendo un sugerencia de Robinson,
es que no hay tales errores, sino que se trata de
dos concepciones tedricas diferentes de continui-
dad. El error que cometen los historiadores es
confundir estas dos concepciones del continuo: la
leibniziana y de Weierstrass.

En esta ponencia analizamos el principio
leibniziano de continuidad y el de Weierstrass
procurando clarificar sus diferencias y evaluando
la justicia de la afirmacién lakatiana de la compe-
tencia de dos teorias rivales.

1. Aproximacién leibniziana

Como se ha sefialado repetidamente, Newton
consideré las fluxiones (tasas de variacién) y los
fluentes (curvas) como directamente ligados a la
mecénica. Para él tanto las matemadticas como
la teologia tienen su fundamento en la mecénica
(Buckley, 2003) Este marco general establecia las
matemadticas como una disciplina dependiente.

A diferencia de Newton, fue Leibniz el que
proporcioné un marco general dentro del cual
poder entender los nuevos desarrollos en mate-
maticas, especificamente, el cdlculo infinitesimal
como un campo por si mismo. Dicho marco
tuvo tal papel que, mientras en Gran Bretafia se
sometia a una severa critica los fundamentos del
cdlculo, en el continente, éste gozaba de gran
popularidad y aceptacién. Los seguidores de
Leibniz, como los Bernoulli, jugaron un papel
fundamental en este proceso de formalizacién
del mismo asi como de su divulgacién. Todos
ellos tuvieron como fondo la visién leibiniziana
de continuidad.

Leibniz organizé su perspectiva en términos
de un conjunto de principios con diferente nivel
de generalidad. Muchos de estos principios man-
tienen un nivel de interdependencia de manera
que puede ser fécil transitar de unos a otros. Entre
los principios utilizados por Leibniz encontramos
el de plenitud, el de continuidad, el de gradualidad
lineal y el de razén suficiente. Leibniz se refirié
a estos principios en varias ocasiones explorando
diferentes formulaciones y ofreciendo diferentes
matices y estableciendo su orden jerdrquico. En
ocasiones parece como si Leibniz considerara

que la armonia universal es una consecuencia
de los principios indicados, pero en otras, parece
derivar algunos de los principios mencionados del
de continuidad y armonia universal. Es probable
que las visiones del mundo que derivan de varios
modos de jerarquizacién de principios presenten
importantes diferencias. Sin embargo, cualquiera
que sea la aproximacién que hagamos, €l con-
sider6 todos estos principios como a priori, en
concordancia con vision racionalista. Finalmente,
debemos observar que Leibniz introduce otros
principios mdés especificos como el principio
general de orden aplicado en las demostraciones
en geometria y en las de fisica.

De acuerdo con el principio de plenitud, el
mundo es infinitamente complejo y lleno, “en
cada particula del universo hay contenido un
mundo de infinitas criaturas” (citado en Wiener,
1951). Leibniz estuvo profundamente maravillado
con los detalles descritos por Leeuwenhoek cuan-
do aplic6 el microscopio para analizar lo “infini-
tamente pequeifio”. Esto reforz6 la idea de Leibniz
de que existen infinitas series de criaturas; dichas
series puede organizarse en infinitos niveles,
desde lo infinitamente grande hasta lo infinita-
mente pequefio y sus diferentes jerarquias.

De acuerdo con el segundo principio el de
continuidad, estas series infinitas que parten de lo
infinitamente grande a lo infinitamente pequefio
mantiene un nivel de continuidad de manera que
pueden ser recorridos en forma progresiva (hacia
arriba y hacia abajo) desde cualquier punto de
las series que nos ubiquemos. La continuidad
es transparente a la razén, aun cuando de facto
tengamos algunas limitaciones para realizar tal
transito.

Directamente relacionado con este principio
estd el de graduacién lineal, es decir, que entre
los extremos de las series existe continuidad de
manera que no hay saltos en la naturaleza, no hay
nichos vacios en la naturaleza. Leibniz introdujo
el concepto de ménada para referirse a cada uno
de las “entidades” ubicadas en cada uno de los
nichos de la naturaleza de manera que siempre
podemos esperar que exista al menos una caracte-
ristica (no necesariamente fisica, puede ser psico-
l6gica) que diferencia a una entidad de otra. Pero
esta diferencia es tal que preserva el principio de
continuidad.
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Viene finalmente, el principio de razén sufi-
ciente indica que “nada ocurre sin una razén”.
Sin embargo, este principio indica méas que lo que
enuncia. En efecto, este principio nos exige que
ponderemos las distintas opciones de explicacién.
Como sefiala Leibniz, debemos evitar aquellas
explicaciones o razones que sean inestables,
debemos siempre esforzarnos por encontramos
aquellas razones que pongan de manifiesto la
necesidad de la misma hasta donde sea posible.
Junto con el principio de contradiccién constitu-
ye el método que debe ser seguido. Como indica
Leibniz (1686), debemos aplicar el método de
contradicci6n de la siguiente manera: debemos
considerar siempre la relacién sujeto-predicado,
de manera que, si encontramos una contradiccién,
debemos concluir que la razén que queremos bus-
car es falsa. De otro modo, debemos determinar si
hay un proceso de reduccién de lo que queremos
establecer a la forma del enunciado de identidad
“A es A”. En el caso en que no encontremos o con-
tradiccién o identidad, es decir, en los enunciados
contingentes, debemos buscar la razén suficiente
en otros aspectos, especificamente, en términos
de lo que es bueno, del orden o de la perfeccién.
Debemos suponer, en este sentido, que de todas
las posibilidades l6gicas Dios escogi6é aquellas
que representaban el mejor mundo posible. Este
criterio de escogencia seguido por Dios es una
heuristica importante para encontrar las razones
de los fenémenos bajo consideracién.

De la aplicacién de estos cuatro principios
generales obtenemos una concepcién del mundo
muy poblada pero bastante coherente. Una vision
del mundo en la que todo estd interconectado, el
presente con el futuro, el futuro con el pasado, el
presente con el pasado, lo actual con lo posible,
lo posible con lo necesario y el ser con el deber
ser. Ademas existe una relacion directa entre esta
perspectiva y el enfoque lingiiistico propuesto por
Leibniz, el “Ars Combinatoria”, de manera que
podemos considerar que estos cuatro principios le
dan sentido a este lenguaje universal. Sin embar-
go, no es transparente la aplicacién de estos prin-
cipios en las matemadticas, especificamente para
la comprensién del cilculo. Por ello, debemos
hacer un andlisis mas detallado, centrandonos,
por su relevancia, en el principio de continuidad.

2. El principio de continuidad en
matematicas

En un ensayo publicado por Leibniz en 1715,
titulado “Los fundamentos metafisicos de las
matemadticas” muestra que las matemadticas son
instanciaciones de estos principios generales, es
decir, estos dominios las ponen de manifiesto:
el espacio, el tiempo y al movimiento, siendo los
dos primeros los bésicos y el segundo el dmbito
privilegiado de la fisica de su tiempo. Lo que es
importante es que estos tres dominios muestran
un nivel importante de isomorfismo. El mismo
concepto de cantidad puede ser entendido en tér-
minos espaciales, temporales o de movimiento.
En efecto, hablamos de cantidad para referirnos
tanto a la extensién, a la duraciéon como a la
posicion.

Otras propiedades importantes que compar-
ten estos tres dominios son las siguientes: co-
existencia para referirnos a eventos en el mismo
espacio o limite espacial, sucesion para referirnos
a eventos segtin la relacion de orden de antece-
dente-consecuente, y adyacencia para referirnos
a las posiciones ocupados sucesivamente por un
objeto en movimiento. Estas propiedades como
puede verse son también presentan un importante
grado de isomorfismo.

Para ilustrar el hecho de que los principios de
continuidad, plenitud y gradacién lineal van mas
alld de las matematicas, por lo menos de su tiem-
po, Leibniz considera la diferencia entre cantidad
y cualidad. La cantidad remite a la magnitud, sea
esta espacial, temporal o de posicién, mientras
que la cualidad tiene que ver con las diferencias
en las cualidades de los individuos o una espe-
cie considerados por si mismos. Las cualidades
constituyen algo asi como los atributos funda-
mentales de un individuo o una especie. Cuando
observamos como van variando las cualidades en
el orden natural, encontramos una gradualidad
progresiva a la cual podemos aplicar las mismas
medidas matemadticas: la relacién todo-parte, la
relacién mayor que, menor que, igual que, etc.

O como dice Leibniz, “la continuidad esta
presente en el tiempo tanto como en el proce-
so de la naturaleza debido a que ese proceso
nunca tiene lugar por saltos repentinos” (pag.
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221). Comprender la naturaleza (como lo crea-
do) es encontrar un orden construido a partir de
estos principios generales y bdsicos, y ver como
estos adquieren especificidades en diferentes
dominios.

En este sentido, afirma Leibniz, una ecua-
cién es un caso particular de la inecuacién, el
reposo es un caso particular del movimiento y las
curvas son un caso particular de las lineas rectas.
Debemos interpretar los infinitesimales como
el esfuerzo que hacemos por convertir una serie
infinita, es decir, una inecuacién en una ecuacion,
donde la graduacién lineal pone de manifiesto
cierto orden en la serie bajo consideracion.

3. La disputa en relacién con Cauchy

El principio de continuidad como ha sido
expuesto, proporciona una base conceptual para
entender los infinitesimales implicados en el
nuevo célculo. En efecto, este principio exige que
entre cualesquiera dos fenémenos, conceptos, etc.
existe un infinito nimero de otros fenémenos o
conceptos. Asi lo expresa Leibniz en una carta
enviada a Varignon en 1702: “de acuerdo con mi
punto de vista, existe un régimen de continuidad
perfecta en el orden sucesivo de las cosas, asf hay
un orden similar en las cosas simultaneas, que de
hecho establecen el pleno como real, y consignan
los espacios vacios al reino de la imaginaci6n.
En las cosas que existen simultineamente debe
existir continuidad aun cuando la imaginacién
percibe tinicamente saltos; porque muchas cosas
aparecen a nuestros 0jos como completamente
disimiles y separadas, las cual sin embargo se
vuelven perfectamente similares y unidas inter-
namente si pudiéramos conocerlas distintamen-
te”. En este sentido, hay una licencia para que
podamos suponer la continuidad, aun en aquellos
ambitos, como el caso de los nimeros reales en
los que no era ficil en ese momento visualizar la
continuidad.

Los infinitesimales requeridos por el célculo
diferencial para establecer las tasas de variacién
de un proceso son tan reales como sus puntos
iniciales, ya se trate de magnitudes infinitamente
grandes o infinitamente pequefias. En efecto,

en esa misma carta, Leibniz sefiala: “la Ley de
Continuidad demanda que cuando las determina-
ciones esenciales de un ente (being) se aproximen
a aquellas de otro, como una consecuencia, todas
las propiedades del primero deberian también
gradualmente aproximarse a aquellas del ulti-
mo”. En este sentido, podemos organizar esas
variaciones como series cada una de las cuales
tiene el mismo nivel de realidad. Autores como
Euler, profundamente influenciados por Leibniz,
no cuestiona este tipo de principios, aunque si el
de las ménadas, que consideré como un abuso del
principio de razén suficiente.

En la formulacién moderna del cdlculo no
aparecen los infinitesimales, sino el concepto
de limites. Aun cuando este concepto de limite
fue sugerido en las discusiones mantenidas por
Newton, Leibniz y otros matemadticos, éste fue
entendido en el marco de los otros conceptos de
primos y razones tltimas, aplicadas a los fluentes
o derivadas. El concepto moderno de limite, como
sefialan Courant y Robbins (1967) puede definir-
se como la convergencia de una sucesién a_, “La
sucesion a, a,, a,,.... tiene el limite a, cuando n
tiende a infinito, sil para todo nimero positivo
€, por pequefio que sea, existe un entero N (que
depende de €), tal que | a- a_| <€ para todon <N”
( pag. 303). En este sentido, aunque formulado de
manera general, el limite adquiere sentido en el
contexto de una sucesién especifica y es relativa
a éste. A ese formulacién se le llama “anélisis o
célculo estdndar” o de “convergencia uniforme”.
El uso de los limites adquiere significacion en el
marco de la formulacién de los ndmeros reales
como conjunto en el que una de sus propiedades
fundamentales es el de la continuidad, tarea fun-
damental que realiza Weierstrass.

Tal y como Lakatos lo presenta, el problema
se presenta cuando se atribuye a Cauchy la formu-
lacién del cdlculo diferencial e integral tal y como
lo conocemos en la actualidad. Esta posicion
privilegiada ha sido reconocida por numerosos
historiadores de las matematicas, como ya hemos
mencionado. Sin embargo, Lakatos ha cuestio-
nado esta atribucién debido a que la explicacion
estdndar deja sin explicar una serie de “errores”
cometidos por Cauchy. Claramente, la opinién de
Lakatos es que no hay tales errores. Veamos con
mayor detalle su analisis.
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La explicacién estdndar todavia asume que
el conocimiento matemadtico es una especie de
acumulacién de “verdades” de manera que de un
momento a otro, todas las piezas calzan dentro
del rompecabezas. Esta visién de la historia de
la ciencia deja de lado el hecho de que las ela-
boraciones tedricas se realizan desde diferentes
perspectivas, no todas con igual fecundidad. Este
es el caso de Cauchy. Realiz6 sus investigaciones
tomando como base el concepto de continuidad
dominante en el continente. El concepto leib-
niziano se habia convertido en transparente de
manera que no se consideraba necesario ninguna
prueba adicional. Valga mencionar que fue Cau-
chy uno de los primeros en tratar de probar dicho
principio desde el punto de vista matematico.

Cauchy prueba algunos teoremas del célculo
(1853) para los cuales habia evidencia de que eran
falsos o que tenian sus excepciones. Entre ellos,
probé que cualquier serie convergente de funcio-
nes continuas tiene una funcién limite continua.
Fourier habia establecido una serie de funciones
(trigonométricas) que no cumplen esta propiedad
y Cauchy conocia estos resultados. La conjetura
de Lakatos es que Cauchy considero estos resul-
tados como excepciones al principio de conti-
nuidad, es decir, que la no convergencia de estos
contraejemplos es por que “no pueden converger
en sentido propio”. Tanto es asi, sefiala Lakatos,
que no fue sino Seidel el que corrigi6 algunos de
estos resultados 20 afios més tarde.

La opinién de Lakatos es que Abel, afios
después, “no acert6 a descubrir dilema oculto de
la convergencia uniforme: por que nunca se liberé
del sistema conceptual Leibniz-cauchiano”. Lo
que ha ocurrido es que los historiadores interpre-
tan a Cauchy con los ojos de Weierstrass que fue
el que introdujo de manera rigurosa el concepto
de limite en lugar del de los infinitesimales. De
esta manera, la vnica manera de explicar las
inconsistencias entre la formulacién moderna y
la de Cauchy consiste en atribuirla a “errores”
cometidos por este ultimo (Lakatos, 1981, 72).

Lakatos formula una hipétesis sobre razones
por las cuales la teorfa de Leibniz se derrumbé:
“se debi6é a que solo era susceptible de un desa-
rrollo limitado. Fue el potencial heuristico de
desarrollo —y la potencia explicativa- de la teoria
de Weierstrass lo que produjo el derrumbamiento

de los infinitesimales. Los lemas ocultos cruciales
que emergieron bajo la presion de la critica de sus
pruebas no eran independientemente contrasta-
bles: ello desanimé a los defensores de los infini-
tesimales, llevé a algunos de ellos, como Cauchy,
a creer que los infinitesimales eran admisibles en
las pruebas pero no en la formulacién de teoremas
y, finalmente, los hizo desaparecer durante un
siglo de la historia de las matematicas”( pag. 82).

(Qué evidencia puede utilizarse para apoyar
esta hipétesis?. Lakatos recurre a algunos de los
resultados de Robinson en su obra de 1966 titu-
lada Non Standard Analysis en el que este mate-
matico construye una teoria “leibniziana” del
continuo que permite interpretar los resultados de
Cauchy tanto como sus excepciones o “errores”.
Dicho enfoque es conocido como “analisis no
estdndar”. Aun cuando Lakatos advierte contra
los errores historiograficos de reconstruir, segtin
el nuevo corte, la historia obviando las otras pers-
pectivas tedricas que se elaboraron durante toda
esa época.

Sin embargo, es interesante insistir en lo
que todos ya sabemos: que las presuposiciones
tedricas condicionan lo que analizamos, lo que
priorizamos, al tiempo que nos “hace ciegos”
hacia aquellos aspectos que pueden convertirse
en eventuales contraejemplos de la posicién adop-
tada. Esto pone al historiador de la ciencia en un
gran dilema: tratar de “ver los hechos” con ojos
nuevos, sabiendo que no se puede prescindir de
todo el bagaje cultural y de entrenamiento propio
de la época en la que le ha correspondido vivir.

Si tomamos como correcto lo que hemos
presentado hasta el momento, uno de los aspec-
tos sorprendentes es la persistencia del concepto
leibniziano de continuidad que, durante casi dos
siglos, exhibi6 su gran poder heuristico, hasta
que surgieron contraejemplos que mostraron sus
limitaciones y fue, por tanto, desplazado por
una teorfa mds poderosa, la weierstrassiana.
Sin embargo, como Robinson parece mostrar,
es posible siempre recuperar una vieja teoria e
introducirle algunas modificaciones que la hagan
compatible con desarrollos propios del campo,
aunque posiblemente se pierda algin nivel de
simplicidad en la explicacién. Sin embargo,
siguiendo a Lakatos no se trata simplemente de
recuperar una teoria, sino que mostrar (lo que es
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mds dificil) que el poder heuristico de esta nueva
formulacién es mayor que el de la teoria estandar,
de otro modo, se tratara de un esfuerzo sin ningu-
na implicacién mayor.
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