
LESNIEWSKI, QUINE y GEACH
UN ANALlSIS DE SUS DEMOSTRACIONES CON RESPECTO A LA

RESTRICCION DEL AXIOMA V DEL SISTEMA DE FREGE

Bertrand Russell, en 1902, le informó a Gottlob
Frege que su sistema expuesto en Grundgesetze
der Arithmetik permitía la aparición de una
paradoja; Frege respohdió de inmediato recono-
ciendo el problema y prometiendo hacer referencia
a tal situación en el volumen II de sus Grundge-
setze der Arithmetik (1), el cual estaba a punto de
ser publicado; y efectivamente así lo hizo.

No hay nada más ingrato para un escritor cient ífico el que
uno de los fundamentos de su edificio sea sacudido
después de term inado su trabajo.
He sido puesto en esta posición por una carta del señor
Bertrand Russell justamente antes de que este volumen
estuviera casi impreso. (... )EI señor Russell ha encontrado
una contradicción que pasaré ahora a detallar. Nadie
afirmaría que la clase de los hombres es un hombre. Aqu í,
tenemos una clase que no pertenece a s( misma. Diré que
algo pertenece a una clase si cae bajo el concepto cuya
extensión es esa misma clase. Ahora considérese el
concepto la clase que no pertenece a s( misma. La
extensión de este concepto (si se puede hablar de su
extensión) es, en conformidad, la clase de clases que no
pertenecen a sr mismas. Por brevedad llamaremos a esta
clase la clase C. Ahora preguntemos si la clase C pertenece

a sr misma. Supongamos primeramente que si pertenece.
Si algo pertenece a la clase, entonces cae bajo el concepto
cuya extensión es esa clase; en conformidad, si nuestra
clase C pertenece a si misma, entonces es una clase que no
pertenece a si misma. Por lo tanto, nuestro primer
supuesto nos lleva a una contradicción. Ahora bien,
supongamos que nuestra clase C no pertenece a sr misma,
entonces ella cae bajo el concepto cuya extensión es ella
misma y, así, no pertenece a sr misma. iSe cae aquí de
nuevo en otra contradicción! (2).

Para escapar de esa paradoja (conocida años
más tarde como "la paradoja de Russell ") Frege
restringió el axioma V de su sistema (3). Sin
embargo, años más tarde Boleslaw Sobociríski
informó que Stanislaw l.esniewski en 1938 hab ía
deducido una contradicción del axioma restrin-
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gido (4); por otro lado, Willard Quine, indepen-
dientemente, sin conocer del informe de Sobo-
cinski, logró probar otra contradicción (5). Final-
mente, Peter Geach generalizó el resultado
publicado en el informe citado (6).

En el presente artículo analizaré, de forma muy
general, las pruebas mencionadas con el fin de
establecer algunas diferencias que existen entre
ellas y algunas de sus consecuencias epistemoló-
gicas.

1. El informe de Sobocinski

En su artículo "L' analyse de I'antinomie
russelliene par l.esniewski " Boleslaw Sobociúski,
refiriéndose a la restricción del axioma V del
sistema de los Grundgesetze der Arithmetik, nos
dice que

(... ) la propuesta de Frege no fue más comentada y no
sucitó interés alguno. Solamente en 1938 l.esniewski
mostro que El (el teorema Vb ', cf nota (3) entraña por sí
misma una contradicción (... ) (7).

La demostración de tal contradicción se lleva a
cabo dentro del sistema lógico de l.esniewski
llamado "Ontología". Este sistema es un cálculo
de nombres cuya consistencia puede ser proba-
da (8). Siendo el caso que tal sistema es poco
conocido, inclusive en medios lógicos y matemáti-
cos.Jo expondré aqu í muy brevemente.

El sistema de Ontología se acostumbra a postu-
larlo sobre la base de otro sistema de lógica, a
saber: Prototética; este sistema constituye un
cálculo proposicional con variables proposicionales
y de functores proposicionales de función veritati-
va, y cuantificadores que ligan ambos tipos de
variables (9). Sin embargo, Ontología puede postu-



178 MAX FREUND

larse también sobre la base de la teoría de la
cuantificación y la lógica proposicional de función
veritativa.

Se obtiene el sistema de Ontología si agregamos
a la base citada dos reglas de definición, una de
extensionalidad y un axioma. Las definiciones de
Ontología pueden ser de dos tipos: unas en las que
definimos constantes y functores proposicionales
(estas son llamadas "definiciones prototéticas" y
son reguladas por una de las dos reglas de
definición) y las otras en las que definimos
constantes y functores nominales (estas son llama-
das "definiciones ontológicas" y son controladas
por la otra regla de definición). Tales definiciones
son del tipo llamado "definiciones creativas" y
toman la forma de equivalencias; deben ser consi-
deradas dentro del sistema como tesis.

Originalmente el sistema de Ontología lo for-
muló Lesniewski con el siguiente axioma agregado
al sistema de Prototética:

(Aa) AEa.=: (EB)BEA. (e) CEA:>CEa.
(CD). CEA.DEA :>CED

Este enunciado nos dice que "A E a" (se lee A es
un a) es verdadero si y solo si existe un A, A es
único y A es a.

Años más tarde, basándose en investigaciones
de Sobociríski y Tarski, Lesnlewski logró simplifi-
car el axioma citado a lo siguiente

(Aa): A E a. =. (EB). A E B. B E a

Esto dice que "A E a" si y solo si A es algún
objeto que es a (10). Lejewski ha logrado formular
algunos axiomas característicos de Ontología usan-
do functores diferentes de "E" y que son inferen-
cialmente equivalentes al axioma anteriormente
citado (11 ).

Si se agrega el axioma de la infinitud al sistema
de Ontología, entonces obtenemos los axiomas de
Peano y, por ende, toda la aritmética recursiva. De
ah í que J ohn Thomas Canty lograra probar los dos
teoremas de Gódel para esa extensión dee Ontolo-
gía (12). Por otro lado, Charles Davis logró probar
dentro del campo de Ontología diversos enuncia-
dos equivalentes al axioma de la escogencia (13).

Dadas ya algunas características de Ontología,
pasaré entonces a describir, en forma general, la
prueba de Lesniewski. Sobre la base de Ontología
l.esniewskl logró deducir una contradicción a

partir del teorema Vb' (14) mediante dos supues-
tos que nadie cuestionaría. El primero nos dice

(ABa): A E KI (a). BE KI (a). :> A = B

aquí"KI(a)" debe leerse igual que "clase de los
a's". El segundo supuesto nos afirma que existe en
el universo por lo menos tres objetos diferentes:

(EABe). AEA. BEB. CEC.'V (A=B).'V(A=C).'V
(B =e)

A partir de esos dos supuestos, el teorema y la base
axiomática citada, se deduce la contradictoria del
segundo supuesto, a saber: existe a lo sumo dos
objetos diferentes

ABe): AEA.BEB.CEC. 'V(A=B)'V(B=e).:> A = B

Por lo tanto, la restricción del axioma y conduce a
una contradicción, pues de él es posible deducir el
teorema Vb'.

11. La demostración de Quine

A raíz de ciertas afirmaciones de Peter Geach
con respecto a la sim ilitud de la solución de Frege
a la paradoja de Russell con la de Quine en su libro
Mathematical Logic (15), este último decidió tra-
tar el tema de la restricción del axioma V. En su
trabajo "On Frege's Way Out" Quine prueba que si
asumimos un enunciado más débil que aquel de la
restricción del axioma V, es posible deducir una
contradicción sobre la base de la lógica de predica-
dos de primer orden con identidad. Esto prueba de
forma inmediata tque la trestricción del menciona-
do axioma implica una contradicción, ya que de él
es posible deducir el enunciado más débil, a saber:

(y) (y=#=x(Fx). :>:·yEx(Fx) E Fy) (16)

Este nos dice que cualquier individuo que no sea la
extensión o la clase determinada por la propiedad
F es un miembro de la clase determinada por la
propiedad F si y solo si posee la propiedad F. Es
claro que ese enunciado deja abierta la posibilidad
de que la extensión de F sea un miembro de la
clase o que la extensión de F sean todos los
objetos que poseen esa propiedad exceptuando la
extensión de F. Esto último es por lo que optó
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Frege al tratar de salir de la paradoja.
La deducción de la contradicción se obtiene
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