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BOOLE Y LAS MATEMATICAS DEL SIGLO XIX

Summary: It is intended to describe some of
the main ideas of George Boole in the decisive
context of emerging mathematics of the XIX th
century. We look for the connection between the
new geometries and algebras (non euclidian, qua-
ternions, etc.) and developments seeking to show
that logic is part of mathematics.

This paper is completed with a description of
the rigorization process in the logical foundations
of Mathematics established since the mathematical
developments of the XIV th Century. This mathe-
matical rigorization was one of the special compo-
nents of the traditions leading to the mathemati-
co-philosophical process (since the last part of the
XIX th Century and continuing strongly till the
Thirties in this century) called Foundations of
Matematics. This process is considered to begin
with Frege, for whom Boolean results were ex-
traordinarily important.

Resumen: Se trata de describir algunas de las
principales ideas de George Boole en el contexto
determinante de las matemdticas que emergen en
el siglo XIX. Se busca la conexion de la abstrac-
cién que se establece a partir de las nuevas geome-
trias y el dlgebra (no euclidianas, cuaterniones,
etc.) y los desarrollos que pretendian demostrar
que la l6gica era matemdtica.

El trabajo se completa con una descripcion del
proceso de rigorizacién en los fundamentos logicos
de las matematicas modernas establecidas a partir
de la revolucién matematica del siglo XVII. La ri-
gorizacién matemadtica fue una componente espe-
cial de las tradiciones que condujeron al proceso
matemdtico-filoséfico (desde finales del XIX y con
fuerza hasta los treinta de este siglo) que se cono-

cié como el de los Fundamentos de la Matemdtica.
Este ultimo proceso se puede conmsiderar que se
inicia con Frege, para quien los resultados boolea-
nos fueron de extraordinaria importancia.

Durante el siglo XVII se generaron los resulta-
dos tedricos centrales que darian inicio a una nue-
va época en las matemdticas desde la antigiiedad
griega. Los trabajos de la geometria analitica (Des-
cartes y Fermat), la aritmética superior, las proba-
bilidades, etc., pero especialmente el cdlculo infini-
tesimal (Newton y Leibniz) establecieron el derro-
tero tedrico de la elaboracién matemitica del siglo
XVIII y las bases del salto en abstraccién que se
daria en el siglo XIX. El cdlculo condensé los tra-
bajos de muchos matemdticos que desde el Renaci-
miento venian trabajando en un método que bus-
caba dar cuenta del “Continuo” (espacial y tempo-
ral).

Fue sin duda la especial conexién entre los mé-
todos matemdticos y la mecdnica (que habia esta-
blecido Galileo) una fuente tedrica e histérica
esencial para el decurso de los nuevos resultados.
Estos métodos matemdticos no estaban sin embar-
go desvinculados de todos aquellos procesos inte-
lectuales que en las ciencias fisicas se habian ido
estableciendo, motivados por un contexto tedrico
y social revolucionario. Las nuevas condiciones his-
téricas permitieron iniciar la respuesta a problemas
matemadticos planteados desde Eudoxo y Arquime-
des.

El salto cualitativo que vivié la matemdtica del
XVII exigia sin embargo un desarrollo en nuevos
resultados que cuantitativamente asegurasen la uti-
lidad asi como la validez entendida de estas mate-
madticas.
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Las matemdticas del siglo XVIII (a diferencia de
las del siglo XVII) fueron esencialmente cuantitati-
vas. Fue un siglo de un gran desarrollo matemdtico
conectado a la evolucién de las ciencias llamadas
naturales. El “Siglo Heroico” configuraba, sin em-
bargo, una situacién que podriamos caracterizar
como contradictoria. Se tenfa una gran produccién
matemdtica, un gran éxito en la capacidad de pre-
diccién en la ciencia de los resultados matemdti-
cos, y al mismo tiempo ‘“un marasmo légico en los
fundamentos” (1). El centro del anilisis era el cdl-
culo y a pesar de la enorme oscuridad légica, a
pesar del uso “libertino” de los nimeros, éste ex-
periment un enorme desarrollo (2). Los niimeros
irracionales eran admitidos a principios del XIX,
aunque no los negativos y los complejos (3). Ber-
keley aprovechaba el marasmo para atacar los infi-
nitesimales de Leibniz y la matemdtica en general
(4). Durante el siglo XVII las matemdticas que se
hicieron estuvieron basadas en la intuicién y el sen-
tido fisico de las mismas, que fue lo que las condu-
jo y no la légica. La confianza de su trabajo no
residia ni en la consistencia ni en reglas formales.

Los problemas de la ausencia de fundamentos
légico si bien hab{an sido tratados no ocuparon un
lugar preponderante entre los matemdticos, hasta
que (a principios del siglo XIX) se evidenciaron
elementos de la matemdtica que rompian supuesta-
mente el esquema de la coincidencia matemdtica-
naturaleza, la idea extraida del mundo griego anti-
guo (adecuadamente cristianizado) del conoci-
miento matemdtico como conocimiento de la na-
turaleza. El surgimiento de las geometrias no eucli-
dianas y la existencia de niimeros que no seguian
lo esperable en ellos (los cuaterniones de Hamil-
ton), volcaron las mentes sobre los fundamentos
logicos. Si se miraba hacia el anélisis no habfa fun-
damento ni en el 4lgebra ni en la aritmética usada,
y en la geometria habia problemas (5). Los cuater-
niones no conmutativos y las geometrias no eucli-
deas eran lo que Kline caracteriza como un autén-
tico desastre (6).

Este “primer desastre” va a tener consecuencias
extraordinarias para la reflexién sobre la matemdti-
ca y para la evolucién de la filosofia de las mate-
mdticas. Durante el siglo XVIII y principios del
XIX la visién Kantiana sobre la matemdtica se po-
dfa apreciar en coherencia con la realidad de lo
que era la prictica matemdtica. Sin embargo, cuan-
do emergen las geometrias no euclidianas y los
cuaterniones las cosas no pueden quedar en el mis-
mo sitio. El sentido de la ““intuicién’’ kantiana en-
tr6 en problemas, sobre todo cuando habfa asumi-

do como dada en la ‘“‘intuicién” la geometria eucli-
dea. Los recientes resultados matemadticos sefiala-
ban la importancia de la estructura y la validez
légica frente a una intuicién entendida en cone-
xién con lo sensible. La correspondencia de la ma-
tematica con la realidad no habfa sido entendida
en cuanto estructuras susceptibles de tener un mo-
delo capaz de coincidir con la real, sin relacién con
la experiencia mds que en aspectos planteados en
ciertos momentos. Hab{a sido entendida a partir
de la relacién sensible individual, limitada por las
fronteras mds directas de las condiciones de los
hombres. Si se quiere, se puede decir que la vision
que se tenfa de la matemdtica era la que permitfa
una conexidn casi sensorial con el espacio inmedia-
to y con la realidad material. Desde un punto de
vista teorico, las geometrias no euclidianas y los
cuaterniones pusieron de manifiesto la existencia
de un nuevo caricter en las matemadticas, que no
podia ser aprehendido por Kant; no porque haya
asumido una particular geometria, sino porque las
nociones de intuicién y construccién que estable-
cié no podian dar cuenta de ese caricter. La emer-
sibn de ‘“lo nuevo” en las matemidticas del siglo
XIX afirmaba una separacién entre las matemdti-
cas y la realidad. Mostr6 un camino en el que la
manipulacién formal y la consistencia 16gica ocu-
pan un papel muy importante.

Para Kline lo que sucedi6 era algo que se acu-
mulaba desde el XVIII:

“...un oculto cambio en la naturaleza de la matematica ha
sido hecho inconscientemente por los maestros. Hasta
alrededor de 1500, los conceptos de las matemadticas era
idealizaciones inmediatas o abstracciones de la experiencia
(...). Cuando ademas los niimeros complejos, una algebra
extensiva que emplea coeficientes literales, y en las nocio-
nes de derivada e integral entraron en las matematicas, el
asunto empezd a ser dominado por conceptos derivados
de los lugares reconditos de las mentes humanas” (7).

Para Kline esta nueva matemdtica (que crea
conceptos mds que abstrae) estd presente desde si-
glos anteriores (8).

Sin embargo, lo nuevo no fue comprendido co-
mo tal y entonces no se entendié6 la necesidad de
un fundamento aparte al de las verdades evidentes
(9). En realidad, la matemdtica no es nunca mera
abstraccién o generalizacién inductiva; existe un
contenido operativo y estructurador en la esencia
de la prictica matemadtica. Los irracionales y nega-
tivos en los griegos por ejemplo no son mero pro-
ducto de la abstraccién; no se trata entonces de un
cambio de un tipo de abstraccién a otro. El cardc-
ter de la nueva matemdtica del XIX va a estar de-



BOOLE Y LAS MATEMATICAS 197

terminado por el devenir propio de las matemiti-
cas, asi como por las condiciones generales de la
evolucion cientifica de la época; lo esencial va a ser
lo primero.

La produccién matemdtica hasta el siglo XVIII
concentrd resultados matemdticos extraordinarios
que (en la segunda mitad y en la primera del XIX)
encuentran un punto de acumulacién. Esto engen-
dré una auto-conciencia diferente en ella. La mate-
mdtica (fusién histérica y social de esfuerzos indi-
viduales) entré en el siglo XIX en una nueva etapa
evolutiva en la que la conciencia de ella fue un
factor de la misma; aunque esta conciencia no co-
rrespondiese (en mi opinién) a la esencia de su
naturaleza ultima. Las geometrias no euclidianas y
los cuaterniones fueron los resultados teéricos ca-
talizadores que sacidieron el mundo matemitico y
se convirtieron en la palanca central gestadora de
la nueva etapa.

Las nuevas condiciones en las matemdticas (y la
reflexién sobre las mismas) generaron un intento
extendido por solventar las debilidades de las ma-
tematicas del XVII y el XVIII. Se sucedieron im-
portantes intentos en la bisqueda de la consisten-
cia de las nuevas geometrias y en la rigorizacién
del andlisis y el dlgebra (Bolzano, Abel, Cauchy,
etc.). Cauchy traté de fundamentar el cdlculo en el
nimero, y en el concepto de Iimite (10). El mejor
intento en esta rigorizacién fue hecho por Weiers-
trass (11). Este dio una derivacién de las propieda-
des de los irracionales a partir de los racionales, y
Dedekind se colocé en la misma direcciéon (12).
Pero, ademds, como era consecuencia de los nue-
vos tiempos, la Logica debia sufrir modificaciones.
El resurgir de la légica en las islas britdnicas fue
iniciado en el siglo XIX por Richard Whately. Sir
William Hamilton y Augustus De Morgan contribu-
yeron también; pero fue George Boole el verdade-
ro fundador de la Logica simbélica moderna. Su
aproximacién se va a inspirar en la vision del dlge-
bra de Peacock, Gregory y De Morgan, pero sobre
todo en las caracteristicas de una nueva matemdti-
ca (cuaterniones y geometrias no euclidianas apun-
talaban una visibn axiomdtica y operativa, no
cuantitativa). Los avances de Boole en la Légica
son establecidos por la matematizacién de la mis-
ma (el simbolismo y el cardcter operatorio-aritmé-
tico). Sus trabajos reforzaban la nueva visién de las
matematicas.

Para Boole la Légica posee su fundamento dlti-
mo en las operaciones de la mente (13). Afirma la
posibilidad de la Légica en la capacidad humana
para concebir clases y designar sus elementos a tra-

vés de un nombre comdn (14). Ahora bien, es en el
lenguaje donde se pueden percibir las operaciones
de la mente (15). Para Boole, las leyes de la logica
podian establecerse a través de un célculo deducti-
vo (16) y simbdlico (17).

La vision de Boole conectaba con las pretensio-
nes leibnizianas de un célculo simbélico, que es
entendido como matemdtico, axiomdtico. Para
Boole la Logica es operatoria (18). Es por esto que
la Logica es entonces Matemdtica y no metafisica.
Mis atin, el cardcter axiomdtico de la Légica es lo
que mds le une a la Matemdtica (19). En 1847
decia en Andlisis Matematico de la Légica:

“..la Légica, como la geometria, se basa en verdades axio-
maticas y ... sus teoremas se construyen teniendo en cuen-
ta la doctrina general de los simbolos que constituye la
base del Andlisis hoy aceptado” (20).

Insiste en el mismo libro:

“... porque es un método que se apoya en el empleo de
simbolos regidos por leyes combinatorias generales y co-
nocidas, cuyos resultados admiten una interpretacién no
contradictoria” (21).

Sin embargo, Boole considera que las leyes de la
Lébgica son matemdticas sélo en su forma, no en su
contenido (22). Para demostrar su punto de vista
realiza una reduccidén simbédlica, operativa y axio-
matica de las leyes de la Logica. La aproximacién
booleana encontraba sustento intelectual en los re-
sultados matemdticos de la época. En particular, el
descubrimiento de nuevas entidades algebraicas no
consideradas convencionalmente como niimeros y
el descubrimiento de sistemas numéricos que no
cumplen ciertas propiedades aritméticas usuales (la
conmutatividad en los cuaterniones) (23).

Para Boole la matemidtica no es de magnitudes,
su esencia estd dada por su cardcter calculatorio y
axiomdtico (24). Esta es una aproximacién que de-
ja de lado los aspectos cuantitativos que fueron los
que predominaron en el siglo XVIII. Para Boole la
realidad (al igual que la Légica) también estd regi-
da por las leyes matemdticas.

La forma precisa de la expresién matemdtica de
la Légica es en Boole a través de ‘‘ecuaciones”
(25), cosa que Hamilton (el filésofo) hab{a obteni-
do. Los razonamientos se pueden expresar a través
de funciones y sus desarrollos. El camino interno
entre las premisas y las conclusiones puede estable-
cerse simbdlica y matemdticamente, para sélo al
final retomar el sentido légico. Esta “expansién”
es el procedimiento fundamental en el despliegue
formal del sistema de Boole” (26).
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El tratamiento booleano de la Légica introduce
la Légica de clases, y con ello una mejor aproxima-
cién que la dominada por la relacién cldsica suje-
to-predicado. De hecho la matemdtica tal y como
él la concibe es el ‘instrumento’ que le permite la
delimitacién de fronteras para abrir curso a la inde-
pendizacién de la Légica como ciencia. Esta direc-
cién va a ser asumida en la segunda mitad del siglo
XIX y establecerd indiscutiblemente el camino de
la Légica moderna. Boole inicia con su teorfa de
las funciones de verdad y su expresién en forma
normal disyuntiva. Los trabajos de Boole actuali-
zaron en el espectro intelectual de la época la vi-
sion leibniziana sobre la matemdtica y la Légica,
engendraron elementos que fueron utilizados luego
en la edificacién del proyecto logicista de Frege.
Apuntal6 entonces una visién axiomdtica y formal
de las relaciones entre Légica y aritmética (27).

Los resultados de Boole superan los trabajos de
Leibniz (que ya habfan intentado sin éxito ser su-
perados por diversos autores previos: Segner, J.
Lambert, Ploucquet, Holland, De Castillon, Ger-
gonne) (28). Boole al asociar a una proposicién el
conjunto de casos en los que se verifica.

“... interpreta la relacién de implicacién como una inclu-
sién y su calculo con conjunt scle proporcionan de este
modo las reglas del ‘Cdlculo Proposicional’(29).

Sus trabajos van a servir como base para Jevons,
el mismo De Morgan y C.S. Peirce. De Morgan
hab{a establecido en su Formal Logic de 1847 que
la Logica se refiere esencialmente a relaciones, al
igual que Boole (30). Peirce extenderia estos resul-
tados en sus escritos de 1870 a 1893 y Schroeder
los sistematizaria (31). El énfasis en las relaciones
era una consecuencia del flujo general que apunta-
laba la axiomdtica y de la nueva aproximacién ha-
cia la matematica y la Légica. Peirce introdujo una
notacién para las proposiciones que expresan rela-
ciones, enfatizé (lo que Boole apenas habia toca-
do) el concepto de funcién proposicional (32) y el
de cuantificadores (33). La conjuncién de
relaciones, clases, funciones proposicionales y
cuantificadores, abr{a una nueva etapa en la Légica
y describia el panorama de la misma previo a los
trabajos de Frege.

Durante esta época los avances en la Logica ha-
bian sido introducidos en el marco de la evolucién
de la matemdtica. Muchas de las innovaciones apa-
recian condicionadas por las necesidades en la bis-
queda de sustentar condiciones de rigor para los
resultados matemdticos. En Boole (como también
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en Peirce) la Légica simbélica era matemadtica. La
“autoconciencia” de la Légica como ciencia inde-
pendiente, aparte de su consideracién como leyes
del pensamiento, objetivas o subjetivas, va a apare-
cer con claridad en Frege. Aquf la Logica ya no es
matemdtica, sino al revés: esta altima es Logica.
Para establecer esta inversion adecuadamente era
necesario una renovacién y sintesis de la légica, un
lenguaje simbélico més desarrollado y una aproxi-
macién filoséfica apropiada. El proceso que con-
duce a ese resultado en Frege no fue establecido,
sin embargo, a partir solamente de los productos
del trabajo de Boole, De Morgan o Peirce; de nue-
vo la evolucién de los problemas de las matema-
ticas fue central en ese desarrollo. La basqueda del
fundamento légico de la matemdtica en una etapa
en que se percibia ésto como una tarea intelectual
decisiva, fue un factor determinante.

Durante el siglo XVIII se habian desarrollado
trabajos en el andlisis muy importantes (Euler, La-
grange, etc.). En la basqueda del rigor se buscé la
conexién de los infinitesimales, las “‘operaciones”
de derivacién e integracién y, en general, el conti-
nuo real, con la aritmética. Se puede sefialar a Bol-
zano como iniciador de este proceso, aunque desde
el siglo anterior se buscaban formas de rigorizacién
de los resultados obtenidos. Para Cauchy es necesa-
rio buscar definiciones claras y precisas y el esta-
blecimiento preciso de las fronteras de los concep-
tos y las férmulas (32). Intentos en la aproxima-
cién del andlisis y la aritmética fueron realizados
por Martin Ohm (1822) (34), y después Grass-
mann, Hankel y Weierstrass. Pero fue este ltimo
el que ofreci6 una definicién rigurosa de los nime-
ros irracionales a partir de los racionales. Su traba-
jo implica una ... liberacién del anilisis del tipo
de prueba geométrica intuitiva tan prevaleciente en
ese tiempo” (35). La nocién de niimero real estaba
conectada entonces a las magnitudes de la geome-
tria. Otros autores como Dedekind (en sus trabajos
de 1872 y 1888) (36) y Cantor, tomando como
punto de partida la validez de las propiedades de
los racionales les conectaron a éstos los irracionales
(37).

Nos seiiala E.T. Bell en su Historia de las Matemd-
ticas de 1940:

“La definicion de Dedekind de los niimeros irracionales
como cortaduras en clases infinitas de racionales, las suce-
siones de nimeros racionales de Cantor para definir los
nimeros irracionales, y los nimeros irracionales de
Weierstrass considerados como clases de relaciones, todas
ellas en definitiva referian el continuo de los nimeros
reales a los nimeros naturales. Las ‘“‘magnitudes” de
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Eudoxio quedaban reemplazadas por construcciones hipo-
téticas realizadas con los nimeros 1, 2, 3 ...

“De este modo, la aritmetizacion del anilisis era una vuel-
ta al programa de Pitdgoras” (38).

La aritmetizacién del andlisis no se puede consi-
derar un proceso mecdnico y simple de rigoriza-
cién de resultados matemdticos, sino que debe ver-
se integrada a una nueva ‘“‘autoconciencia” en la
evolucién de la matemdtica. La aritmetizacién va
dirigida en el siglo XIX al abandono de la intuicién
geométrica que habia predominado en el célculo
del siglo XVIII; es la basqueda por aprehender una
nueva realidad en la que la validez légica aparece
como central (39).

Los trabajos de Cantor en lo que se refiere a los
fundamentos del andlisis contindan la obra de
Weierstrass (40). En las definiciones de los reales el
problema residia en la forma de traducir el paso al
limite de los enteros. Para Cantor, por ejemplo,
“toda sucesién regular define un nimero; la clase
de todos los niimeros asi definidos es el sistema de
los niimeros reales” (41). Para Dedekind y también
para Weierstrass estd presente esta incidencia sobre
lo que es una referencia al continuo y, entonces, al
infinito. La nocién de continuo real implica un
proceso matemdtico (mental si se quiere) cualitati-
vamente diferente al que se manifiesta en la arit-
mética. Con la aritmetizacién del an4lisis no se tra-
taba simplemente de desgeometrizar el cdlculo y
de apuntar hacia mejores condiciones légicas en
sus fundamentos; se trataba de una reduccién de
diferentes nociones conceptuales (referidas a obje-
tos diferentes) a las nociones aritméticas. Este pro-
ceso de cualidades diferentes sélo podfa ser realiza-
do a partir de una nueva abstraccién y, sugiero, a
partir de la introduccién implicita o explicita de
supuestos tedricos sobre la existencia y la naturale-
za de las entidades matematicas. La aritmetizaci6n
de las matemdticas es la manifestacién, por otra
parte, de una intencién reduccionista de sus distin-
tos componentes. Es la bisqueda de una unidad
tedrica en la diversidad, cuyo planteamiento exige
una readecuacién en la conciencia de la naturaleza
de la matemitica e incluso del conocimiento. Un
proceso que no fue abordado en el siglo XIX y es
posible que fuesen necesarios mds elementos teéri-
cos que los existentes entonces para establecer su
actualidad.

La matemdtica del siglo XIX se puede resumir
en la emersién de las geometrias no euclidianas, la
aritmetizacién del andlisis, la sistematizacién geo-
métrica y el surgimiento de formas algebraicas nue-

vas; pero quedarian por fuera, sin duda, muchos
resultados importantes (42): los trabajos de Gauss
en la teoria de niimeros (seguido por Dirichlet), los
logros en la generalidad de la geometrfa analftica,
la teoria de las funciones de Weierstrass, Schwarz y
Mittag-Leffler (43). En este panorama intelectual
se construy6 la teoria de conjuntos. Esta nace, nos

dice Bourbaki, debido a:

“Las necesidades del Andlisis -en particular el estudio a
fondo de las funciones de variables reales-, que se desarro-
lla durante todo el siglo XIX”* (44)

Tal y como la conocemos ahora es trabajo de
Cantor. Este se interes6 por el asunto en 1872, a
propésito de los problemas de equipotencia en
1873, de la dimensién a partir de 1874, y entre
1878 y 1884 incidié sobre casi todos los proble-
mas de la teoria de los conjuntos (45). A pesar de
la oposicién general que esta teoria generd en la
época de Cantor, Weierstrass y Dedekind siguieron
con interés la labor de Cantor. Para Dedekind su
objetivo era fundamentalmente la aplicacién de la
nocién de conjunto a la de niimero (46). Desde el
momento en que aparecen muchos de los resulta-
dos, éstos van a ser aplicados a las cuestiones cl4si-
cas del Anilisis (47). La teoria de conjuntos fue
muy importante porque iba a servir como engrana-
je de los principales resultados matemdticos y 16gi-
cos de la época y también concentraria sobre ella
la reflexién sobre los fundamentos de la matemiti-
ca. La teoria de conjuntos, de una u otra forma, va
a representar desde entonces un papel esencial en
la descripcién de las matemdticas, a pesar de las
dificultades que a partir de ella se sucedieron en
momentos posteriores.

Los resultados de Boole en la Légica se unirfan
a aquellos de la rigorizacién de la matemitica, en
el contexto de un nuevo caracter en la matematica,
creando un cuadro intelectual extraordinario para
la sintesis en los fundamentos y la reflexién sobre
las matemdticas. El primer intento en ese sentido
seria dado por Gottlob Frege retomando la filoso-
fialogicista de Leibniz.
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